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2Abstract
The motivation for this work comes from looking for the best place to locate a Mathematics
Academy for university students in Barcelona.
Each of the degrees in every faculty has a mark scale which is based on certain parameters.
The following parameters are taken from the net:
- The number of academies which offer courses for the degree.
- The number of mathematics subjects of the degree.
- Average number of students enrolled for each subject.
- Average number of students who fail each subject.
It would be necessary to carry out many surveys of the students to obtain the following pa-
rameters:
- Average number of times the students need to do the subject to pass.
- Average number of students who go to academies.
- Degree of knowledge of the existence of other academies.
- Degree of need for an mathematics academy.
To avoid carrying out such an extensive number of studies, Bayesian Statistics are used to es-
timate the parameters properly. Bayesian methods make it possible to incorporate sci-
entific hypothesis in the analysis(by means of prior distribution). Statistical inferen-
ce about a quantity of interest is described as the modification of the uncertainty about its va-
lue in the light of evidence, and Bayes’ theorem precisely specifies how this modification
should be made.
Using the degree’s mark scheme and the distance between the center’s location and each pla-
ce in Barcelona, a grade or mark is assigned to each location. It is done by several mat-
hematical models which use geographical and cartesian coordinates. In models in cartesi-
an coordinates Newton’s method is used to determine a suitable location for the academy.
The work includes a didactic programming of a subject from the degree which gets the most
marks. It shows how the academy will help the students to understand the subject and to be-
come great at studying maths.
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Cap´ıtol 1
INTRODUCCIO´
L’objectiu d’aquest treball e´s trobar el lloc idoni per muntar una acade`mia de ma-
tema`tiques dirigida a estudiants universitaris i decidir, en funcio´ de quina sigui aquesta
ubicacio´, a quins ensenyaments aniria destinada. A continuacio´ es fara` una programacio´
dida`ctica d’una de les assignatures que s’hi impartirien.
En primer lloc, per a cadascuna de les universitats de Barcelona, necessitem un llistat on
s’incloguin; les seves facultats o escoles, els seus graus, el seu a`mbit, el nombre d’assigna-
tures de matema`tiques que hi ha en cadascun dels ensenyaments, el nombre d’acade`mies
que ofereixen l’ensenyament d’aquestes assignatures i, a me´s, la seva ubicacio´.
Dita informacio´ es pot obtenir entrant a les pa`gines web de cada universitat i de les
acade`mies me´s importants. Cal remarcar que cap la possibilitat que hi hagi me´s acade`mies
dirigides a algun ensenyament, pero` les que tenen me´s aflue`ncia d’estudiants so´n les
acade`mies SOL, Asses i CETEC. Aquestes so´n les u´niques que tindrem en compte de
cara a l’estudi.
A continuacio´, es mostra el resultat d’aquesta recollida de dades.
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A la Universitat de Barcelona:
CENTRE ADREC¸A ENSENYAMENT A`MBIT ASSIG NoAC
Facultat de Diagonal, 643 Biologia bc1 2 1
Biologia Cie`ncies Ambientals bc 2 1
Bioqu´ımica bc 2 1
Biotecnologia bc 2 1
Cie`ncies biome`diques bc 2 1
Facultat Diagonal, ADE csj2 5 2
d’Economia 690-696 Economia csj 4 2
i Empresa Estad´ıstica c3 15 1
Sociologia csj 2 1
Facultat Mart´ı i F´ısica c 6 2
de F´ısica Franque`s, 1 Eng. Electro`nica et4 6 2
Facultat de Mart´ı i Eng. Geolo`gica ec5 6 0
Geologia Franque`s, s/n Geologia c 5 0
Facultat de Gran Via 585 Matema`tiques m6 24 0
Matema`tiques Eng. Informa`tica et 4 0
Facultat de Casanova, 143 Cie`ncies Biome`diques cs7 2 2
Medicina Eng. Biome`dica ec 5 2
Facultat de Mart´ı i Qu´ımica c 2 2
Qu´ımica Franque`s, 1-11 Eng. Qu´ımica ec 4 1
Eng. de Materials ec 4 1
A la Universitat Pompeu Fabra:
CENTRE ADREC¸A ENSENYAMENT A`MBIT ASSIG NoAC
Escola Superior Roc Boronat, Eng. Biome`dica ec 3 0
Polite`cnica 138 Eng. Informa`tica et 5 0
Eng. Telema`tica et 5 0
Eng. de Sist. Audiov. et 5 0
Facultat de Ramon Trias ADE csj 5 1
Cie`ncies Fargas, 25-27 Economia csj 5 1
Econo`miques i Cie`ncies Empresarials csj 4 1
Empresarials IBE csj 5 1
1bc: Biocie`ncies
2csj: Cie`ncies Socials i Jur´ıdiques
3c: Cie`ncies
4et: Enginyeria Te`cnica
5ec: Enginyeria Cient´ıfica
6m: Matema`tiques
7cs: Cie`ncies de la Salud
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A la Universitat Polite`cnica de Catalunya:
CENTRE ADREC¸A ENSENYAMENT A`MBIT ASSIG NoAC
ETSETB Jordi Girona, 1-3 Eng. de Telec. et 5 1
Eng. de Sist. Audiov. et 5 1
Eng. de Sistemes et 5 1
de Telecomunicacions
Eng. de Sistemes et 5 1
Electro`nics
Eng. Telema`tica et 5 1
Eng. F´ısica et 8 1
FIB Jordi Girona, 1-3 Eng. Informa`tica et 4 2
ETSECCPB Jordi Girona, 1-3 Eng. Civil et 7 2
Eng. de Construccio´ et 6 1
Eng. Geolo`gica ec 6 1
ETSAB Diagonal, 649-651 Arquitectura et 2 2
EPSEB Dr. Maran˜on, Eng. Geoma`tica et 4 0
44-50 Edificacio´ c 2 1
ETSEIB Diagonal, 647 Eng. de Materials ec 6 2
Eng. de Tecn. Ind. et 7 2
Eng. Qu´ımica ec 6 2
FME Pau Gargallo, 5 Matema`tiques m 21 0
Estad´ıstica c 14 0
FNB Plac¸a Pau Vila Eng. Naval et 4 0
Eng. Marina et 3 0
Eng. Na`utica et 2 0
EUETIB Compte d’Urgell, Eng. Biome`dica ec 4 2
187 Eng. de l’Energia et 4 2
Eng. Ele`ctrica et 4 2
Eng. Electr. Ind. et 4 2
Eng. Meca`nica et 4 2
Eng. Qu´ımica ec 4 2
1. INTRODUCCIO´ 8
Descartem els centres privats ja que l’obtencio´ de dades seria me´s complexa i la majoria
d’elles tenen una acade`mia paral·lela.
Observem que, en total, hi ha 304 assignatures, de cadascuna d’elles necessitem la infor-
macio´ segu¨ent:
- Mitjana d’alumnes matriculats (nmat).
- Mitjana d’alumnes suspesos (nsus).
- Mitjana de convocato`ries que necessiten els alumnes per aprovar (nconv).
- Mitjana d’alumnes que assisteixen a acade`mies o a professors particulars per millorar
el seu rendiment (assis).
- Grau de coneixement per part de l’alumnat de les acade`mies que ofereixen l’ense-
nyament de l’assignatura (gc).
- Grau de necessitat d’una acade`mia que ofereixi l’ensenyament de l’assignatura (gn).
Per obtenir aquestes dades necessitar´ıem, d’una banda, preguntar als 304 professors res-
ponsables de cada una de les assignatures el nombre d’estudiants matriculats i suspesos, i
d’una altra banda, enquestar a un percentatge adequat d’estudiants que hagin cursat cada
assignatura per obtenir la resta de dades. Aquesta u´ltima part implicaria la recopilacio´
de milers d’enquestes que podrien trigar en realitzar-se diversos mesos. Per tant, hem de
buscar una estrate`gia per reduir el nombre d’enquestes i optimitzar el treball realitzat.
En primer lloc, per tal de reduir el nombre d’enquestes, suposarem que les assignatures de
matema`tiques d’un ensenyament tenen una dificultat similar i, per tant, els para`metres
que busquem no els assignarem a cada assignatura, sino´ a cada ensenyament. Observem
que en tenim 72 i, per tant, hem redu¨ıt el nombre d’enquestes a realitzar en me´s d’un
75%.
A me´s, utilitzarem l’Estimacio´ de Bayes per tal d’optimitzar els resultats. Aquest me`tode
consisteix, a grans trets, en assignar una probabilitat a priori a cadascun dels para`metres
aprofitant els nostres coneixements previs del que volem estimar. Despre´s, basant-nos
en les observacions realitzades, que en el nostre cas seran les enquestes, obtindrem una
distribucio´ a posteriori i obtindrem la mitjana d’aquesta distribucio´, que sera` el valor que
farem servir com a estimador del para`metre. A continuacio´ veurem una explicacio´ me´s
detallada del proce´s i de com farem l’estimacio´ dels diferents para`metres.
Un cop establert com farem l’estimacio´ dels para`metres, implementarem un programa
informa`tic que fara` les funcions segu¨ents:
- Calcular cadascun dels para`metres per a cadascun dels ensenyaments.
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- Assignar una puntuacio´ a cadascun dels ensenyaments i a cadascuna de les facultats.
- Assignar una puntuacio´ a cada punt del mapa en funcio´ de la dista`ncia a cadascuna
de les facultats i de les seves puntuacions.
- Trobar la localitzacio´ o`ptima per a l’acade`mia.
- En funcio´ del resultat, decidir a quins centres aniria destinada l’acade`mia.
Un cop obtinguda aquesta localitzacio´, triarem l’ensenyament amb me´s puntuacio´ d’entre
les facultats properes. D’aquest ensenyament triarem l’assignatura amb me´s alumnes
matriculats per fer una programacio´ dida`ctica de com s’impartiria.
Cap´ıtol 2
ESTADI´STICA BAYESIANA
2.1 Estimador de Bayes
En les diverses assignatures d’Estad´ıstica i Probabilitat hem apre`s a estimar para`metres
que minimitzin el risc de cometre un error. Sempre ho hem fet restringint la classe dels
estimadors, com per exemple, els estimadors sense biaix. Per trobar l’estimador de Bayes
admetrem els estimadors que minimitzen
∫
Θ
R(θ, δ)dΛ(θ) Λ: la probabilitat sobre Θ
R(θ, δ): la funcio´ de risc.
Si existeix un estimador δ que minimitza aquesta integral, direm que e´s l’Estimador de
Bayes.
Una caracter´ıstica molt important de l’estimacio´ de Bayes e´s que utilitza les experie`ncies
pre`vies per adjudicar una distribucio´ a priori Λ. Aquesta tria la farem combinant expe-
rie`ncia i convenie`ncia. Escollirem una distribucio´ que s’adjusti a les experie`ncies anteriors
i que sigui matema`ticament convenient.
Considerem una estructura estad´ıstica (Ω,F ,P) = {Pθ, θ ∈ Θ} tal que el conjunt dels
para`metres e´s un espai mesurable (Θ,G).
Suposarem que
P : Θ×F −→ [0, 1]
(θ,A) 7−→ Pθ(A)
e´s una probabilitat de transicio´, aixo` vol dir que:
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a) ∀A ∈ F , P∗(A) : Θ −→ [0, 1] e´s mesurable
b) ∀θ ∈ Θ, Pθ e´s una probabilitat
Suposarem que existeix una versio´ mesurable de la funcio´ de versemblanc¸a L(x, θ) en
l’espai producte (Ω×Θ,F ×G). Aixo` implica que β(θ) = Eθ(X) e´s mesurable si X ho e´s.
Anomenarem distribucio´ a priori a tota probabilitat Λ en l’espai (Θ,G). La probabilitat
Λ i la probabilitat de transicio´ P defineixen una u´nica probabilitat en l’espai producte de
la forma:
Π(A×G) =
∫
G
Pθ(A)Λd(θ) ∀G ∈ G,∀A ∈ F
Π(A×G) =
∫
G
[∫
A
L(x, θ)µ(dx)
]
Λ(dθ) =
∫
G×A
L(x, θ)(µ× Λ)(dx, dθ) .
Arribats a aquest punt, tenim:
- Una probabilitat sobre Θ que te´ densitat 1 respecte a la mesura Λ.
- Una probabilitat condicionada Pθ, e´s la probabilitat de x sabent que es compleix θ,
que te´ per densitat L(x, θ) respecte µ.
Per tant, la densitat conjunta de x i θ respecte a µ × Λ e´s el producte 1 × L(x, θ). Fem
la projeccio´ de Π en (Ω,F), e´s a dir:
Λ∗(A) = Π(A×Θ) =
∫
A
[∫
Θ
L(x, θ)Λ(dθ)
]
dµ(x) =
∫
A
fX(x)dµ(x) ∀A ∈ F .
Observem que Λ∗ << µ i te´ per densitat la marginal de x, fX(x).
Volem trobar la llei de Θ condicionada a x, per tant, considerem l’aplicacio´:
q : Ω× G −→ [0, 1]
(x,G) 7−→ q(x,G) = Px(G) =
∫
G
L(x, θ)dΛ(θ)∫
Θ
L(x, θ)dΛ(θ)
Si no s’anul·la el denominador, q e´s una probabilitat de transicio´ ja que ∀G,P∗(G) e´s
mesurable i ∀x, Px(.) e´s una probabilitat.
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Observem que Px i Λ
∗ generen Π:
Π(A×G) =
∫
A×G
L(x, θ)Λ(dθ)µ(dx) =
∫
A
[∫
G
L(x, θ)Λ(dθ)
] ∫
Θ
L(x, θ)dΛ(θ)∫
Θ
L(x, θ)dΛ(θ)
µ(dx) =
=
∫
A
Px(G)fX(x)µ(dx) =
∫
A
Px(G)Λ
∗(dx).
No considerem els punts en que`
∫
Θ
L(x, θ)dΛ(θ) = 0 ja que, en aquest cas,
∫
G
L(x, θ)Λ(dθ) =
0 i aixo` fa que no es modifiqui el valor de la integral.
Llavors Px te´ densitat
L(x, θ)∫
Θ
L(x, θ)dΛ(θ)
(2.1)
respecte a Λ, per tant, Px << Λ.
Anomenarem a Px la distribucio´ a posteriori i representa la probabilitat sobre el para`metre
θ sabent que X = x.
A l’hora de fer l’estimacio´, considerarem g : Θ −→ R la funcio´ del para`metre que volem
estimar i fixarem la funcio´ de pe`rdua quadra`tica W (θ, t) mesurable:
W : Θ× R −→ R+
(θ, t) 7−→ (θ − t)2.
Abans de l’experie`ncia prenem com a estimacio´ de g(θ) al nombre real t que fa mı´nim el
risc
∫
G
W (θ, t)Λ(θ).
Despre´s de l’experie`ncia:
- Considerem T l’estimador de g(θ) i R(T, θ) = Eθ[W (θ, T (x))], la funcio´ de risc.
- Anomenem risc de Bayes al valor mig de R(T, θ) segons Λ, e´s a dir:
rT =
∫
Θ
R(T, θ)Λ(dθ) =
∫
Θ
[∫
Ω
W (θ, T (x))Pθ(dx)
]
Λ(dθ) =
∫
Θ×Ω W (θ, T (x))Π(dx, dθ) =
=
∫
Ω
[∫
Θ
W (θ, T (x))Px(dθ)
]
Λ∗(dx) =
∫
Ω
RT (x)Λ
∗(dx)
on RT (x) =
∫
Θ
W (θ, T (x))Px(dθ) =
∫
Θ
(θ − T (x))2Px(dθ) e´s el risc a posteriori.
- Observem que el risc de Bayes tambe´ e´s el valor mig del risc a prosteriori segons Λ∗.
L’estimacio´ de Bayes e´s el que minimitza rT , per tant, volem trobar el valor de T(x)
que minimitza RT (x). Com RT (x) =
∫
Θ
(θ − T (x))2Px(dθ), l’estimador de Bayes sera` la
mitjana de la distribucio´ a posteriori TPx(θ).
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2.2 Estimacio´ dels para`metres
En el cas que ens ocupa, volem obtenir la informacio´ segu¨ent de cadascun dels ensenya-
ments de grau:
- nconv: mitjana del nombre de convocato`ries que els alumnes han necessitat per a
superar les assignatures de matema`tiques.
- assis: tant per cent d’estudiants que han assistit a alguna acade`mia per tal de
superar alguna assignatura.
- gn: grau de necessitat d’una acade`mia.
- gc: tant per cent d’alumnes que coneixen cadascuna de les acade`mies dirigides al
ensenyament en qu¨estio´.
E´s normal agrupar els para`metres gc i assis ja que s’obtenen de preguntar als alumnes
si coneixen una acade`mia dedicada al seu ensenyament i si hi han assistit alguna vegada,
respectivament. Ambdues es responen amb un s´ı o un no, i per tant, podem considerar que
aquestes observacions segueixen una distribucio´ binomial. D’altra banda, considerarem
que les observacions obtingudes pels para`metres Nconv i Gn segueixen distribucions de
Poisson i Multinomial respectivament.
2.2.1 Observacions binomials
Com hem dit a la introduccio´, la distribucio´ a priori s’escull combinant experie`ncia i
convenie`ncia. En el cas d’observacions que segueixen una binomial, la distribucio´ me´s
convenient e´s la beta(a, b), ja que, so´n conjugades. Aixo` vol dir que prenent una beta(a, b)
com a priori sobre observacions que segueixen una binomial, la distribucio´ a posteriori
resultant sera` una beta(a′, b′). A continuacio´ veurem la justificacio´ d’aquest fet.
En l’estimacio´ dels para`metres assis i gc, estem comptant el nombre total d’e`xits en n
observacions independents, cadascuna d’elles te´ dues opcions, e`xit quan la resposta e´s
afirmativa i fraca`s quan la resposta e´s negativa. La probabilitat d’e`xit en una obser-
vacio´ qualsevol e´s la proporcio´ de la mostra a estudiar que contestaria afirmativament,
l’anomenarem pi.
Sigui un conjunt d’observacions Y , llavors el nombre d’e`xits en n observacions donat el
para`metre pi, e´s una Bn(n, pi). La funcio´ de la probabilitat de y condicionada per pi ve
donada per
L(y; pi) =
(
n
y
)
piy(1− pi)n−y y ∈ 1, .., n .
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Aqu´ı, estem fixant pi i trobant la probabilitat sobre els possibles valors de y.
Per utilitzar el Teorema de Bayes, necessitem la distribucio´ a priori g(pi) que mostra
la nostra creenc¸a sobre el para`metre pi abans de recollir les dades. Considerem una
distribucio´ Λ sobre [0,1] amb densitat g(pi). E´s molt important que la distribucio´ a priori
escollida no sigui construida a partir de les dades, ja que la multiplicacio´ en el Teorema
de Bayes nome´s e´s justificada si la distribucio´ a priori e´s indepe`ndent de la probabilitat
de y condicionada de pi. La densitat de la distribucio´ a posteriori obtinguda sera` (2.1):
g(pi|y) = L(y; pi)g(pi)∫
Θ
L(y; pi)g(pi) dpi
.
Observem que la densitat a posteriori e´s proporcional a la distribucio´ a priori multiplicada
per la probabilitat condicionada:
g(pi|y) ∝ g(pi)L(y; pi) .
Aquest fet permet, a la pra`ctica, treballar sense les constants i afegir posteriorment la
constant necessa`ria per tal que` la integral de la densitat sobre tots els possible valors de
y sigui 1.
Depenent de la distribucio´ a priori escollida, no sera` necessari el ca`lcul de la integral del
denominador. E´s el que succeeix quan triem una beta(a, b) com a funcio´ que estima a
priori el valor de pi. La funcio´ densitat d’una beta(a, b) e´s:
g(pi; a, b) =
Γ(a+ b)
Γ(a)Γ(b)
pia−1(1− pi)b−1 per 0 ≤ pi ≤ 1 .
Com hem vist amb anterioritat, podem descartar les constants, llavors:
g(pi|y) ∝ pia+y−1(1− pi)b+n−y−1
que e´s de la mateixa forma que la distribucio´ a priori. Observem que torna a ser una
distribucio´ beta amb para`metres a′ = a + y i b′ = b + n − y. Aixo` vol dir que sumem el
nombre d’e`xits en les observacions al para`metre a i el nombre de fracasos al para`metre b.
L’estimador de Bayes sera` la mitjana de la distribucio´ a posteriori, com e´s una beta(a′, b′),
la seva mitjana e´s
m′ =
a′
a′ + b′
.
L’eleccio´ dels para`metres a i b per la nostra distribucio´ es pot fer de dues formes:
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- Considerant una mitjana i una desviacio´ t´ıpica que considerem en funcio´ dels nostres
coneixements del para`metre a estimar. La mitjana d’una beta(a, b) e´s m = a
a+b
. La
desviacio´ t´ıpica e´s s = m(1−m)
a+b+1
. Per tant, substituint, podem obtenir els valors d’a i
b de la nostra distribucio´ a priori.
- Assignant directament uns valors als para`metres a i b.
L’eleccio´ d’a i b no tindra` molta influe`ncia en la probabilitat a posteriori. Ho veiem en
l’exemple segu¨ent en que` agafarem dues probabilitats a priori clarament diferents.
Suposem que volem estimar el para`metre assis del grau de matema`tiques de la UB. Utilit-
zant el nostre coneixement, podr´ıem assignar com a probabilitat a priori una beta(0.5, 1),
ja que sabem que pocs alumnes del grau en matema`tiques assisteixen a acade`mies. En
canvi, una persona que no hagi viscut la nostra experie`ncia, podria suposar que un 35%
dels alumnes han assistit a una acade`mia amb una desviacio´ t´ıpica del 8%. Utilitzant les
fo´rmules anteriors obtenim a = 12.09 i b = 22.46. Les dues distribucions a priori que en
resulten so´n:
Figura 2.1: beta (.5, 1) Figura 2.2: beta (12.09, 22.46)
Observem que les dues distribucions a priori so´n molt diferents. Ara suposem que hem
fet 100 observacions, de les quals 12 han contestat afirmativament i la resta no. Les
distribucions a posteriori obtingudes despre´s d’aquestes observacions so´n, en el primer
cas, a′ = 0.5 + 12 i b′ = 1 + 88, per tant segueix una beta(12.5, 89), i en el segon cas,
a′ = 12.09 + 12 i b′ = 22.46 + 88 i obtenim una beta(24.09, 110.46). Com mostra la
figura 2.3, tot i haver escollit dues distribucions a priori completament diferents, les dues
distribucions a posteriori so´n forc¸a semblants.
E´s a dir, no e´s necessari tenir un gran coneixement sobre el para`metre a estimar, nome´s
tenint una lleugera idea ja aconseguim optimitzar l’estimacio´.
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Figura 2.3: Comparacio´ de distribucions a posteriori
Per decidir quina distribucio´ a priori triarem, adjudicarem una mitjana i una desviacio´
t´ıpica en funcio´ de l’a`mbit de l’ensenyament i el programa s’encarregara` de calcular els
valors d’a i b. A continuacio´ obtindra` els valors a′ i b′ de la distribucio´ a posteriori i en
calculara` la mitjana, que sera` l’estimador de Bayes.
En l’exemple, al primer cas obtenim un estimador de Bayes de 0.123 i, en el segon cas,
0.179.
2.2.2 Observacions de Poisson
El para`metre nconv s’obte´ de preguntar als estudiants quantes convocato`ries han neces-
sitat per superar cadascuna de les assignatures de matema`tiques. Suposarem que les
observacions segueixen una distribucio´ de poisson ja que sembla la me´s adient per a
representar-les. Pendrem una distribucio´ gamma(r, v) com a distribucio´ a priori, obtin-
drem com a posteriori una distribucio´ gamma(r′, v′) ja que so´n famı´lies conjugades. Es
pot comprovar de la mateixa forma que ho hem fet amb les distribucions binomial i beta.
Igual que s’ha fet per estimar els dos para`metres anteriors, escollim la mitjana i la desviacio´
que creiem adients pel para`metre, substituirem aquests dos valors en les fo´rmules segu¨ents
per obtenir els valors de r i v de la nostra probabilitat a priori:
m =
r
v
, s =
r
v2
.
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En aquest cas hem de tenir en compte un detall me´s, la mida de la mostra equivalent de
la distribucio´ a priori, aquesta no es pot apropar al nombre d’observacions realitzades ja
que, en aquest cas, tindria un pes equivalent a les observacions realitzades i aixo` tindria
un efecte perturbador en la distribucio´ a posteriori.
En una gamma(r, v), v representa el nombre d’observacions i r el sumatori de dites
observacions, per tant neq = v. Sempre intentarem que neq <
n
2
per tal de no donar un
exce´s d’informacio´ amb la distribucio´ a priori.
Un cop fetes les n observacions, la distribucio´ a posteriori sera` una gamma(r′, v′) on
r′ = r +
∑n
i=1(yi) i v
′ = v + n.
Veiem un exemple, considerem que volem estimar el nombre de convocato`ries que ne-
cessiten de mitjana els estudiants de informa`tica de la UB per superar les assignatures
de matema`tiques que es troben durant els seus estudis. Com estem considerant que les
observacions segueixen una distribucio´ de Poisson, i aquesta accepta valors naturals inclo´s
el 0, estudiarem el nombre de vegades que repeteixen l’assignatura. Suposarem que hem
fet 40 observacions i agafarem dos possibles probabilitats a priori per veure que, en aquest
cas, l’eleccio´ tampoc tindra` una gran influe`ncia si obtenim un neq adequat.
Per una banda elegim una mitjana de 0.8 i una desviacio´ de 0.15, aplicant les fo´rmules
anteriors obtenim r = 28.44 i v = 35.55, veiem la distribucio´ a la figura 2.4 en negre.
D’altra banda escollim una mitjana de 1.1 i una desviacio´ de 0.6, pensant que hi ha molta
difere`ncia entre els diferents estudiants. En aquest cas obtenim r = 3.36 i v = 3.06,
veiem la distribucio´ a la figura 2.4 en vermell. Com podem observar, la primera de les
opcions no e´s adequada ja que neq = 35.55 i n = 40. Comprovem que aixo` provoca que
les distribucions a posteriori siguin forc¸a diferents.
Figura 2.4: Comparacio´ a priori Figura 2.5: Comparacio´ a posteriori
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Suposem que les 40 observacions so´n: 22 estudiants no han suspe`s cap vegada, 14 estu-
diants han suspe`s una vegada, 3 han suspe`s dues vegades i 1 estudiant ha suspe`s tres
vegades. Obtenim, en el primer cas, r′ = 51.44 i v′ = 75.55, i en el segon, r′ = 26.36
i v′ = 43.06. La representacio´ d’aquestes distribucions la veiem en la figura 2.5. Com
podem observar, l’elevat valor que hem obtingut per a neq en la primera opcio´ fa que les
distribucions a posteriori siguin diferents tot i que les a priori so´n forc¸a similars.
Per evitar-ho, augmentem al doble la desviacio´ t´ıpica, considerem m = 0.8 i s = 0.3.
Llavors r = 7.11 i v = 8.89, per tant ara obtenim una neq adient. A posteriori, r
′ = 30.11
i v′ = 48.89. I ara, com podem comprovar a la figura 2.6, les distribucions a posteriori
so´n pra`cticament ide`ntiques.
Figura 2.6: Comparacio´ de distribucions a posteriori
2.2.3 Observacions multinomials
El para`metre gn s’obte´ de preguntar als estudiants si creuen que seria necessa`ria una
acade`mia de matema`tiques dirigida al seu ensenyament, les possibles respostes so´n ’Molt’,
’Forc¸a’, ’Poc’ i ’Gens’. Suposarem que les observacions segueixen una distribucio´ de
multinomial ja que e´s la me´s adequada per a representar aquesta situacio´. Com passava
amb les distribucions beta i poisson, existeix una distribucio´ conjugada a la multinomial,
e´s la distribucio´ Dirichlet.
Quan les nostres mostres segueixen una multinomial amb quatre possibles respostes, ad-
judiquem unes probabilitats θ1, θ2, θ3 i θ4 a cadascuna d’elles, amb
∑4
i=1 θi = 1. Llavors,
la distribucio´ a priori sera` una Dirichlet(α1, α2, α3, α4) on αi = kθi, k sera` un valor pro-
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porcional al nombre d’observacions realitzades, segons el pes que vulguem donar-li a la
distribucio´ a priori.
Al realitzar les observacions, si considerem que n1, n2, n3 i n4 so´n la quantitat de respostes
de cada tipus, obtenim una Dirichlet(α1 +n1, α2 +n2, α3 +n3, α4 +n4) com a distribucio´
a posteriori. Es pot comprovar de la mateixa forma que s’ha fet amb les observacions
binomials.
Igual que en els casos anteriors, l’eleccio´ de les probabilitats a priori no tindra` molta
influe`ncia en la distribucio´ a posteriori resultant i els adjudicarem en funcio´ del nombre
d’acade`mies que ofereixen cursos per l’ensenyament.
A l’hora d’introduir aquesta dada al programa, necessitem un nu´mero entre 0 i 1, on 0
representa que la necessitat de l’acade`mia e´s mı´nima i 1 que e´s ma`xima. Per obtenir
aquest valor, necessitem la probabilitat a posteriori de cada resposta, per calcular-les
farem servir la fo´rmula segu¨ent:
P iΛ(x) =
αi + ni∑4
i=1(αi + ni)
=
αi + ni∑4
i=1 αi + n
.
Llavors,
gc =
4∑
i=1
(i− 1)P iΛ(x)
3
.
Cap´ıtol 3
PROGRAMA INFORMA`TIC
A l’hora d’implementar el programa informa`tic que ens permetra` saber quin ensenyament
te´ me´s necessitat d’una acade`mia i quina seria la localitzacio´ d’aquesta, farem servir Java.
Aquest llenguatge de programacio´ ens permet la creacio´ de classes d’una forma senzilla,
la utilitzacio´ d’aquestes ens facilitara` l’elaboracio´ del codi.
3.1 Plantejament
Les tres classes que es faran servir so´n les classes Grau, Facultat i Posicio.
La classe Grau esta` formada pels constructors, els me`todes per obtenir les estimacions
dels para`metres i la puntuacio´, i les dades segu¨ents:
- Tres enters que determinen el nombre d’assignatures de matema`tiques que hi ha a
l’ensenyament, el nombre d’acade`mies que les imparteixen i el nombre d’observacions
que s’han realitzat per estimar els para`metres.
- Dos nombres reals que mostren la mitjana d’alumnes matriculats i suspesos en les
assignatures de matema`tiques de l’ensenyament.
- Dos enters que determinen el nombre de respostes afirmatives obtingudes a l’hora
d’estimar l’assiste`ncia a acade`mies (assis) i el grau de coneixement de les acade`mies
existents (gn).
- Quatre enters amb el nombre de respostes ’gens’, ’poc’, ’forc¸a’ i ’molt’ de les ob-
servacions fetes per estimar el grau de necessitat d’una acade`mia de matema`tiques
(gn).
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- Un enter amb el resultat de la suma de les observacions fetes per estimar el nombre
de convocato`ries (nconv).
- Una cadena de cara`cters que simbolitza el tipus de ensenyament que e´s.
La classe Facultat consta, a banda dels constructors i del me`tode per obtenir la puntuacio´,
de 4 dades:
- Dos nombres reals que defineixen la posicio´ exacta en el mapa.
- Un enter que mostra el nombre de graus que s’hi imparteixen.
- Un vector amb tots els graus que s’hi imparteixen.
La classe Posicio consta dels constructors, el me`tode per trobar la dista`ncia entre una
facultat i un punt del mapa, el me`tode per trobar la puntuacio´ de cada ubicacio´ i de 4
dades:
- Dos nombres reals per determinar la posicio´.
- Un enter que mostra el nombre de facultats que hi ha.
- Un vector amb totes les facultats.
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3.2 Models utilitzats
En el cap´ıtol anterior ja hem vist com estimar els para`metres assis, gc, gn i nconv. Per
obtenir la mitjana d’alumnes matriculats i suspesos en les assignatures de matema`tiques
de cada grau, nmat i nsus, es va enviar un e-mail als diferents degans i directors de
cada centre demanant dita informacio´. Aproximadament un 50% van facilitar les dades
sol·licitades. La resta de facultats es van negar a donar-les o, simplement, no van contestar
l’e-mail. Per tal d’estimar els para`metres d’aquestes u´ltimes, busquem dades que ens
puguin ajudar a la xarxa. Ens trobem dues situacions diferents:
a) A la pa`gina web de la Universitat de Barcelona, fent la identificacio´, es pot accedir
a una base de dades on es pot seleccionar curs, ensenyament i assignatura, i aix´ı
es van poder obtenir els para`metres nmat i nsus per a tots els ensenyaments de la
UB, excepte l’Enginyeria Geolo`gica, que no apareixia en la base de dades perque`
la seva doce`ncia e´s compartida amb la UPC, aix´ı que s’ha d’eliminar aquest Grau
d’una de les dues Universitats. El mateix passa amb el Grau d’Estad´ıstica, aix´ı que
procedim de la mateixa forma.
b) A la pa`gina web de la Universitat Polite`cnica de Catalunya, no vam poder accedir
a cap base de dades del mateix estil. Vam poder consultar les memo`ries dels cursos
anteriors i alla` vam trobar dues dades que es podien utilitzar per obtenir una apro-
ximacio´ dels para`metres. Tenint el nombre d’estudiants nous de cada curs i la taxa
d’e`xit de la fase selectiva, on se solen trobar la gran majoria de les assignatures de
matema`tiques, resolem el sistema segu¨ent per obtenir l’aproximacio´:

%exit
100
nmat = nsus
nmat = nsus+ nous
El resultat es mostra en la figura 3.1. Les dades marcades en color groc corresponen a les
dades estimades.
3.2.1 Puntuacions
Els para`metres seran utilitzats per obtenir la puntacio´ de cada ensenyament, de cada
facultat i de cada posicio´ del mapa de Barcelona.
- La puntuacio´ dels ensenyaments s’obte´ d’una forma diferent en funcio´ del nombre
d’acade`mies, ja que si un ensenyament no te´ acade`mies que ofereixin els seus cursos,
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Figura 3.1: Resultats de les mitjanes del nombre d’alumnes suspesos i matriculats a les
assignatures de matema`tiques de cada Grau
no te´ sentit tenir en compte els seus para`metres assis i gc. Aixo` crea la necessitat de
l’elaboracio´ d’un nou me`tode que calculi la mitjana d’assiste`ncia a acade`mies de la
resta d’ensenyaments, l’anomenem a. Llavors la funcio´ puntuacio´ per a cada grau
G sera`:
PG =

nas ∗ nsus ∗ assis ∗ gn ∗ nconv
1 + nac ∗ gc si nac 6= 0
nas ∗ nsus ∗ a ∗ gn ∗ nconv si nac = 0
Aquesta funcio´ e´s adequada per al nostre estudi. El fet que hi hagi me´s acade`mies i
un coneixement me´s elevat de les mateixes fa disminuir la puntuacio´. Els para`metres
a, assis i gn prenen valors entre 0 i 1, i com me´s propers siguin a 1, proporcionen
una puntuacio´ me´s elevada a l’ensenyament. El para`metre nconv e´s un valor real
me´s gran o igual que 1 i e´s directament proporcional al valor de la puntuacio´.
- Cada facultat disposara` d’un vector amb els graus que s’hi imparteixen. La puntu-
acio´ de la facultat s’obte´ amb el sumatori de les puntuacions de cadascun d’ells, e´s
a dir, per a cada k = 1, . . . , nfac
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PF (k) =
ngraus(k)∑
i=1
PG(i)
- La puntuacio´ de cada ubicacio´ del mapa s’obte´ a partir de les puntuacions de cada
facultat i de la dista`ncia entre la ubicacio´ i cadascuna d’elles
Punt(Pos) =
nfac∑
k=1
PF (k)
1 +Dist(PosF (k), Pos)
on PF (k) i PosF (k) so´n la puntuacio´ i les coordenades de la k-e`ssima facultat i Pos
so´n les cordenades del punt del mapa. En el denominador del sumatori incrementem
en 1 la dista`ncia per evitar que, en les ubicacions molt properes a les universitats,
el denominador sigui menor que 1, cosa que provocaria un augment no desitjat de
la puntuacio´ de dita facultat en el sumatori.
El model que s’utilitzara` per a calcular la dista`ncia entre la facultat i cada punt del mapa
el veurem en l’apartat segu¨ent.
3.2.2 Dista`ncies
Aquest e´s un dels punts me´s cr´ıtics a l’hora d’establir el model. E´s per aixo` que, a partir
d’aquest moment el treball es dividira` en dues parts.
D’una banda utilitzarem les coordenades geogra`fiques. Aquestes coordenades ens facilita-
ran ubicar me´s exactament les facultats en el mapa i, gra`cies a elles podrem calcular amb
exactitud la dista`ncia entre dos punts de la Terra. Serien les coordenades a utilitzar si
l’objectiu fos determinar la ubicacio´ ido`nia per a l’acade`mia en una regio´ me´s gran, com
per exemple, a Espanya o a Europa.
D’altra banda, ho farem utilitzant les coordenades cartesianes, recolzant-nos en les co-
ordenades geogra`fiques per establir la nostra refere`ncia. D’aquesta forma no hi haura`
difere`ncia al calcular la dista`ncia entre dos punts d’una forma o d’una altra.
Coordenades geogra`fiques
La latitud i la longitud de cada facultat s’obtenen a trave´s d’una pa`gina web on, introduint
una direccio´, retorna les coordenades geogra`fiques utilitzant Google Maps. Seleccionem
una a`rea que contingui la ciutat de Barcelona i determinem quines so´n la latitud i la
longitud ma`ximes i mı´nimes. Observant la figura 3.2 extreta de Google Earth, sembla
adequat considerar latm = 41.37
◦, latM = 41.43◦, longm = 2.1◦ i longM = 2.2◦.
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Figura 3.2: Coordenades geogra`fiques de la ciutat de Barcelona
Dividirem aquesta a`rea de la forma me´s uniforme possible, l’objectiu e´s que la dista`ncia
entre una ubicacio´ on calculem la Puntuacio´ i la segu¨ent sigui sempre la mateixa. Per
tant, pendrem 600 latituds i 1000 longituds possibles, aix´ı la difere`ncia entre ubicacions
confrontants sera` de 0.0001◦.
Per tal de calcular la puntuacio´ de cada posicio´ del mapa necessitem la dista`ncia amb
cadascuna de les facultats, per tant necessitem un me`tode que calculi la dista`ncia entre
dos punts expressats en coordenades geogra`fiques, l’anomenarem Dist. En primer lloc
veiem com es realitza aquest ca`lcul.
Fem el canvi de coordenades segu¨ent per a i = 1, 2:
xi = r cos θi cosϕi
yi = r cos θi sinϕi
zi = r sin θi .
Per tal de calcular la longitud d’arc, necessitem l’angle que formen els dos punts des
de l’origen, per tant, si considerem els punts p1 = (x1, y1, z1) i p2 = (x2, y2, z2), podem
calcular l’angle utilitzant que
cosΦ =
p1 · p2
|p1| · |p2| .
Observem que,
p1p2 = r
2(cos θ1 cosϕ1 cos θ2 cosϕ2 + cos θ1 sinϕ1 cos θ2 sinϕ2 + sin θ1 sin θ2)
= r2(cos θ1 cos θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + sin θ1 sin θ2) .
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Per tant,
cos Φ =
r2(cos θ1 cos θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + sin θ1 sin θ2)
r2
= cos θ1 cos θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + sin θ1 sin θ2 .
Llavors,
Dist(p1, p2) = r · arccos(cos θ1 · cos θ2 · cos(ϕ1 − ϕ2) + sin θ1 · sin θ2)
on r e´s el radi de la Terra.
Coordenades cartesianes
Per tal d’establir una refere`ncia en el nostre mapa en coordenades cartesianes, utilitzem les
coordenades geogra`fiques i la funcio´ de ca`lcul de dista`ncia vista en l’apartat anterior. E´s
a dir, prenem com a origen (0,0) el punt on s’ha considerat la latitud i longitud mı´nimes.
Per tal de determinar la posicio´ (xk, yk) de cada facultat, xk e´s la dista`ncia en l’eix de
les X entre l’origen i la facultat, i yk e´s la dista`ncia en l’eix Y entre l’origen i la facultat.
Aix´ı mateix, determinem els valors de xmax i ymax. Un resultat aproximat de la refere`ncia
presa es mostra en la figura 3.3.
Figura 3.3: Coordenades cartesianes de la ciutat de Barcelona
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Un cop obtingudes les coordenades cartesianes, la dista`ncia entre un punt del mapa i una
facultat e´s la dista`ncia euclidiana entre els dos punts.
Com hem comentat amb anterioritat, en el cas que ens ocupa, el fet de treballar amb
coordenades cartesianes no afectara` en exce´s al resultat obtingut. A me´s, ens permeten
utilitzar amb me´s facilitat el me`tode de Newton, per trobar el ma`xim de la funcio´ amb
me´s exactitud.
3.2.3 Cerca del ma`xim
Utilitzem el me`tode de Newton per trobar amb exactitud la ubicacio´ amb me´s puntuacio´.
Per aixo`, definim la funcio´ Punt que depe`n de les coordenades x i y de la posicio´:
Punt(x, y) =
nfac∑
k=1
PF (k)
1 +
√
(x− xk)2 + (y − yk)2
.
Les derivades parcials de la qual so´n:
Puntx(x, y) =
∂Punt(x, y)
∂x
=
nfac∑
k=1
−PF (k)(x− xk)√
(x− xk)2 + (y − yk)2(1 +
√
(x− xk)2 + (y − yk)2)2
Punty(x, y) =
∂Punt(x, y)
∂y
=
nfac∑
k=1
−PF (k)(y − yk)√
(x− xk)2 + (y − yk)2(1 +
√
(x− xk)2 + (y − yk)2)2
.
Observem que els denominadors de les derivades respecte x i y s’anul·len en les ubicacions
de les facultats i, per tant, hem d’estudiar que` passa en aquests punts. Com que tots els
termes del sumatori so´n similars llevat de constants, veiem que, en la derivada respecte a
x quan x tendeix a xk i y tendeix a yk per a un k qualsevol, el terme k-e`ssim del sumatori
lim
x→xk
y→yk
−PF (k)(x− xk)√
(x− xk)2 + (y − yk)2(1 +
√
(x− xk)2 + (y − yk)2)2
te´ una indeterminacio´ ja que quan x tendeix a xk s’anul·len el numerador i el denominador.
El ca`lcul d’aquest l´ımit e´s equivalent al ca`lcul de
lim
x→xk
−PF (k)(x− xk)√
(x− xk)2(1 +
√
(x− xk)2)2
= lim
x→xk
−PF (k)(x− xk)
(x− xk)(1 + (x− xk))2 = limx→xk
−PF (k)
(1 + (x− xk))2 .
Es te´,
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lim
x→xk
y→yk
−PF (k)(x− xk)√
(x− xk)2 + (y − yk)2(1 +
√
(x− xk)2 + (y − yk)2)2
= −PF (k) .
Aquest fet sera` ana`leg ∀k = 1, . . . , nfac.
Per tant, la funcio´ que estem estudiant e´s continua i derivable ∀x ∈ R i ∀y ∈ R. Tot i aixo`,
el que volem trobar so´n zeros de les derivades respecte x i respecte y. Per tal d’aplicar
el me`tode de Newton necessitem que les segones derivades siguin cont´ınues. Comprovem
que no e´s el cas:
Puntxx(x, y) =
nfac∑
k=1
−PF (k)
D(x, y)(1 +D(x, y))2
+
PF (k)(x− xk)2(3D(x, y) + 4 + 1D(x,y))
[D(x, y)(1 +D(x, y)2)]2
on D(x, y) =
√
(x− xk)2 + (y − yk)2 .
El denominador de la primera part del sumatori s’anul·la quan x = xk i y = yk. Aixo` ens
obliga a considerar una funcio´ alternativa per al ca`lcul de la dista`ncia per poder aplicar
el me`tode de Newton.
D’una banda, sembla lo`gic fer u´s de la dista`ncia al quadrat per tal d’aconseguir que
la funcio´ sigui C∞. El principal avantatge de l’u´s d’aquesta dista`ncia e´s que podem
comparar els resultats amb els obtinguts amb coordenades cartesianes, ja que tambe´
podem adaptar el programa i treballar amb la dista`ncia al quadrat. D’altra banda, la
utilitzacio´ d’aquest model tambe´ te´ un inconvenient important, l’increment del pes de la
dista`ncia en comparacio´ al model inicial.
Una altra possible solucio´ al problema de la diferenciabilitat, e´s introduir l’1 del denomi-
nador dins de l’arrel, aixo` tambe´ garanteix que la funcio´ sigui C∞ i a me´s no s’incrementa
el pes de la dista`ncia. Tot i aixo`, aquesta modificacio´ tambe´ te´ un inconvenient, no es
poden contrastar els resultats amb el model en coordenades geogra`fiques.
Com que cadascuna de les opcions te´ pros i contres, es faran servir diversos models, i en
compararem els resultats. Seran utilitzats quatre models diferents, segons les coordenades
utilitzades i el ca`lcul de la puntuacio´ de cada ubicacio´.
- La dista`ncia euclidiana en coordenades geogra`fiques
Punt1(Pos) =
nfac∑
k=1
PF (k)
1 +Dist(PosF (k), Pos))
.
- La dista`ncia euclideana al quadrat en coordenades cartesianes i geogra`fiques
Punt2(Pos) =
nfac∑
k=1
PF (k)
1 + [Dist(PosF (k), Pos)]2
.
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- La funcio´ alternativa de dista`ncia en coordenades cartesianes
Punt3(Pos) =
nfac∑
k=1
PF (k)√
1 + [Dist(PosF (k), Pos)]2
.
Me`tode de Newton
El programa ens do´na el punt (x0, y0) amb me´s puntuacio´ dels 600.000 on avaluem la
funcio´. Aquest e´s el punt que utilitzarem com a aproximacio´ inicial per aplicar el me`tode
de Newton.
L’objectiu e´s trobar un punt on Fx(x, y) =
∂f(x, y)
∂x
' 0 i Fy = ∂f(x, y)
∂y
' 0. Aplicarem
el me`tode fins a aconseguir-ho:
(
Fxx(xi, yi) Fxy(xi, yi)
Fxy(xi, yi) Fyy(xi, yi)
)(
xi+1 − xi
yi+1 − yi
)
=
(
Fx(xi, yi)
Fy(xi, yi)
)
.
A l’hora d’introduir-ho al programa necessitem una forma directa d’obtenir xi+1 i yi+1 a
partir de xi, yi i les derivades corresponents. Fent els ca`lculs pertinents obtenim:
xi+1 = xi +
Fx(xi, yi)Fyy(xi, yi)− Fy(xi, yi)Fxy(xi, yi)
Fxy(xi, yi)2 + Fxx(xi, yi)Fyy(xi, yi)
yi+1 = yi +
Fy(xi, yi)Fxx(xi, yi)− Fx(xi, yi)Fxy(xi, yi)
Fxy(xi, yi)2 + Fxx(xi, yi)Fyy(xi, yi)
.
El programa utilitzara` aquest me`tode fins a trobar un punt (xk, yk) on Fx(xk, yk) < 10
−10
i Fy(xk, yk) < 10
−10 per a cadascun dels models en coordenades cartesianes.
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3.3 Resultats
La taula segu¨ent mostra les puntuacions obtingudes de cada centre i la seva ubicacio´:
CENTRE PUNTUACIO´ X Y
Economia i Empresa UB 305.023010 0.9721 1.6770
ETSETB 299.373518 0.9931 2.0367
ETSECCPB 171.934870 0.8884 2.0196
Matema`tiques UB 149.052591 5.3343 1.8529
Escola Superior Polite`cnica UPF 86.285391 7.8652 3.6658
EPSEB 56.190189 1.0625 1.5283
FIB 50.307810 1.1118 2.1587
ETSEIB 46.628181 1.2723 1.6539
Qu´ımica UB 45.435367 1.5479 1.6023
EUETIB 45.106285 4.1851 2.0514
Geologia UB 43.206983 1.5793 1.5118
F´ısica UB 42.8956 1.2848 1.6371
FNB 36.915228 7.0235 1.3518
Biologia UB 34.850691 1.6486 1.7845
FME 23.7363 1.3198 1.4978
Cie`ncies Econo`miques i Empresarials UPF 15.574088 7.6273 2.1777
ETSAB 8.673525 1.1715 1.5640
Medicina UB 3.624213 4.4444 2.2388
Per tal de representar d’alguna forma el total dels resultats obtinguts utilitzem el gnuplot.
Aquest programa ens permet representar funcions de dues variables, en el nostre cas les
variables so´n les coordenades x i y de cada posicio´. Introdu¨ım les funcions de puntuacio´
que utilitzen coordenades cartesianes usant els valors de les puntuacions i les coordenades
x i y de cada facultat que ens ha retornat el programa. El gnuplot ens retorna la repre-
sentacio´ de la funcio´ en l’interval desitjat en una escala de colors. Aquesta representacio´
la sobreposem al mapa de coordenades cartesianes de la Figura 3.3 i el resultat es mostra
en les Figures 3.4 i 3.5.
Per a cadascun dels models utilitzats hem trobat una ubicacio´ ido`nia diferent, pero` totes
so´n molt properes, aixo` e´s degut, molt probablement, a la gran quantitat de facultats
ubicades a Zona Universita`ria.
La taula segu¨ent mostra els resultats de dites ubicacions per a cadascun dels models, les
coordenades de la ubicacio´ estan passades a coordenades geogra`fiques amb el sistema de
refere`ncia vist en l’apartat 3.2.2 per tal de poder comparar els resultats:
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DISTA`NCIA LAT LONG PUNTUACIO´
Coordenades Euclidiana 41.388 2.112 982.716
Geogra`fiques Euclidiana al quadrat 41.386 2.113 1084.066
Coordenades Euclidiana al quadrat 41.38651 2.112625 1058.692
Cartesianes
√
1 + (xi − xj)2 + (yi − yj)2 41.38649 2.112848 1153.549
Figura 3.4: Dista`ncia euclidiana al quadrat
Figura 3.5: Dista`ncia alternativa
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La Figura 3.6 mostra, en una imatge extreta de Google Earth, la zona de Barcelona on
es troben les ubicacions obtingudes en cadascun dels models. Aquesta ubicacio´ es troba
just al mig de Zona Universita`ria, i, en aquesta zona, e´s on esta` situada l’acade`mia Sol,
la me´s exitosa de les acade`mies que hem tingut en compte en el treball.
Figura 3.6: Ubicacio´ o`ptima
Ara suposem que trobem dos locals on podem ubicar l’acade`mia. El primer d’ells esta`
situat en un punt molt proper a la localitzacio´ ido`nia de l’acade`mia (latitud 41.3885 i
longitud 2.1132), L’altre esta` situat a latitud 41.3812 i longitud 2.1391, a la zona de
Sants. Per decidir a quines facultats aniria dirigida l’acade`mia en cadascun dels dos
casos, introdu¨ım les ubicacions al programa i li demanem que ens retorni la puntuacio´
desglossada per facultats. Ho fem utilitzant el model que utilitza coordenades geogra`fiques
i la dista`ncia euclidiana. El resultat es mostra en la taula segu¨ent:
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FACULTAT PUNTUACIO´ 1 PUNTUACIO´ 2
Economia i Empresa UB 217.647 91.584
ETSETB 269.635 87.968
ETSECCPB 141.362 49.168
Matema`tiques UB 28.464 47.193
Escola Superior Polite`cnica UPF 10.854 13.920
EPSEB 36.719 17.461
FIB 45.645 15.078
ETSEIB 32.428 15.381
Qu´ımica UB 27.752 16.514
EUETIB 11.048 20.275
Geologia UB 25.048 15.978
F´ısica UB 29.416 14.223
FNB 22.547 13.417
Biologia UB 21.632 12.901
FME 14.831 8.022
Cie`ncies Econo`miques i Empresarials UPF 2.069 2.851
ETSAB 5.790 2.784
Medicina UB 0.834 1.424
A l’hora de decidir de quina assignatura farem la programacio´ dida`ctica, utilitzem el
programa per obtenir l’ensenyament amb me´s puntuacio´. El resultat e´s Administracio´ i
Direccio´ d’Empreses de la facultat d’Economia i Empresa de la Universitat de Barcelo-
na amb 237.7949 punts. I, per tant, es fara` la programacio´ dida`ctica sobre una de les
assignatures de matema`tiques d’aquest ensenyament.
Cap´ıtol 4
PROGRAMACIO´ DIDA`CTICA:
MATEMA`TIQUES I
4.1 Motivacio´
L’eleccio´ de Matema`tiques I del Grau d’Administracio´ i Direccio´ d’Empreses de la Uni-
versitat de Barcelona per a fer la programacio´ dida`ctica ha vingut motivada per part del
treball realitzat pre`viament. Aquest e´s l’ensenyament en que` es matriculen me´s alum-
nes i, a me´s, e´s un dels estudis on hi ha me´s dificultats per superar les assignatures de
Matema`tiques.
Consultant la memo`ria del curs 2011-12 de l’ensenyament, observem que hi ha 1.055 nous
estudiants. En refere`ncia a la via d’acce´s, la memo`ria reflecteix el segu¨ent: ”Pel que fa al
perfil dels estudiants de nou acce´s un 72% provenen de batxillerat, mentre que un 21% so´n
estudiants de cicles formatius de Grau Superior o FP II, un 3% accedeixen per majors
de 25 anys, un 4% per estudiants de segona carrera i un 0,10% per la via d’estudiants
de majors de 40 anys. Per tant, e´s molt probable que, un de cada quatre estudiants no
tinguin els conceptes previs necessaris per afrontar l’assignatura amb garanties d’e`xit, de
manera que el curs que s’ofereix va dirigit, principalment, a aquests alumnes.
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4.2 Objectius generals i particulars
Objectius generals
Qualsevol disciplina que vulgui utilitzar models formals en el camp de l’aplicacio´, neces-
sita l’instrumental i el rigor que el llenguatge matema`tic proporcionen. Aix´ı, e´s necessari
cone`ixer les l´ınies ba`siques del llenguatge amb l’objectiu de desenvolupar la part cient´ıfica
dels estudis. D’acord amb aixo`, els objectius generals que es proposen en aquesta progra-
macio´ so´n:
- Proporcionar a l’alumnat els instruments matema`tics ba`sics de la seva formacio´
cient´ıfica, per tal que pugui entendre el formalisme matema`tic i, alhora, pugui
expressar-se en aquest llenguatge.
- Aconseguir que l’alumnat sigui capac¸ de plantejar i resoldre, en llenguatge ma-
tema`tic, els problemes de naturalesa econo`mica adequats al seu nivell de formacio´,
amb la idea que aquest nivell millori progressivament.
- Proporcionar l’instrumental matema`tic que l’alumnat requereix al llarg de la resta
dels estudis.
Objectius particulars
En finalitzar el curs, l’alumnat haura` de ser capac¸ de:
- Saber operar amb els objectes de l’a`lgebra lineal, cosa que permet, en temes poste-
riors, representar relacions en que` interve´ me´s d’una variable i expressar-les orde-
nadament a trave´s de vectors; tambe´ aporta instruments d’ana`lisi necessaris per a
l’estudi dels problemes d’optimitzacio´.
- Cone`ixer els conceptes fonamentals de les funcions reals i les seves propietats. L’a-
lumnat ha de saber utilitzar les propietats de les funcions per entendre les relacions
entre les variables econo`miques.
- Saber plantejar problemes en llenguatge matema`tic, saber detectar quins conceptes
matema`tics intervenen en un problema, saber escollir el camı´ de resolucio´ i saber
interpretar-ne el resultat, distingint entre interpretacio´ matema`tica i econo`mica.
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4.3 Continguts
1 A`lgebra
1.1 Espai vectorial Rn
1.1.0 Conceptes previs
1.1.1 Concepte
1.1.2 Combinacio´ lineal de vectors
1.1.3 Depende`ncia i independe`ncia lineal de vectors
1.1.4 Sistema de generadors
1.1.5 Base de l’espai vectorial. Components d’un vector en una base
1.1.6 Subespai vectorial
1.2 Espai euclidia`. Formes quadra`tiques
1.2.1 Producte escalar: definicio´ i propietats
1.2.2 Norma d’un vector: definicio´ i propietats
1.2.3 Dista`ncia: definicio´ i propietats
1.2.4 Nocions topolo`giques ba`siques
1.2.5 Formes quadra`tiques: definicio´ i classificacio´
2 Ca`lcul
2.1 Funcions reals de n variables
2.1.0 Conceptes previs
2.1.1 Concepte, domini i corbes de nivell
2.1.2 Derivades parcials i direccionals. Vector gradient. Marginalitat
2.1.3 Funcio´ diferenciable. Hiperpla` tangent
2.1.4 Derivacio´ de funcions compostes i impl´ıcites
2.1.5 Derivacio´ successiva. Matriu hessiana
2.1.6 Funcions homoge`nies
2.2 Optimitzacio´ sense restriccions
2.2.1 Concepte d’o`ptim local i global. Teorema de Weierstrass
2.2.2 Condicio´ necessa`ria i suficient d’optimitat local
2.2.3 Optimitzacio´ convexa
2.2.4 Aplicacions econo`miques: problemes d’optimitzacio´
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4.4 Contribucio´ a l’assoliment de les compete`ncies
ba`siques
Figura 4.1: Compete`ncies ba`siques
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4.5 Sequ¨e`ncia d’activitats
Aquest curs te´ una durada de tretze setmanes, amb tres hores de classe cadascuna dividides
en dues sessions d’una hora i mitja, e´s a dir, en total disposem de trenta-nou hores.
L’assignatura s’estructura en quatre temes, dividits en dos blocs.
Com hem esmentat anteriorment, la majoria dels alumnes que realitzin aquest curs so´n
alumnes amb dificultats per entendre les matema`tiques, ja sigui per una falta d’assoli-
ment dels coneixements previs, o be´ perque` han accedit a la universitat a trave´s d’una
via alternativa a la usual i, per tant, no tenen els coneixements necessaris per superar
l’assignatura.
Aix´ı doncs, abans de cada tema, es dedicara` el temps necessari a assegurar que s’han
obtingut els aquests coneixements i es faran canvis en la planificacio´ de la sequ¨e`ncia
d’activitats en funcio´ del coneixement de la mate`ria que el professor observi en l’alumnat.
Tipus de sessions
- Repa`s de coneixements previs: s’observara` el grau de coneixement que tenen els
alumnes sobre la mate`ria, i a partir d’aquests, s’explicaran els conceptes ba`sics
necessaris per afrontar els continguts del curs. Als alumnes que presentin dificultats
per assolir aquests previs en una u´nica sessio´, se’ls oferira` la possibilitat d’assistir a
una segona sessio´ extraordina`ria de repa`s de coneixements.
- Teo`riques: s’explicaran els conceptes del curs utilitzant els exemples i recursos
dida`ctics necessaris. A me´s, es proposaran alguns exercicis a resoldre per part
de l’alumnat.
- Pra`ctiques: la majoria d’aquestes sessions aniran destinades a la resolucio´ d’un
full d’activitats entregat a la sessio´ anterior als alumnes. En altres ocasions el
professor resoldra` directament problemes a la pissarra o proposara` problemes perque`
els alumnes els resolguin en petits grups.
- Proves: es realitzaran proves per comprovar que els alumnes estan adquirint els
coneixements necessaris per superar l’assignatura. La durada de la Prova 1 sera`
d’una hora aproximadament i la mitja hora restant es dedicara` a la seva resolucio´.
La durada de la Prova 2 sera` d’una hora i mitja i es resoldra` a la sessio´ segu¨ent.
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Sessio´ 1: Sessio´ de repa`s de coneixements previs, comenc¸ant pels espais vectorials R2 i
R3, explicant les propietats ba`siques dels vectors, el concepte de combinacio´ lineal, la
depende`ncia i independe`ncia lineal entre vectors, els sistemes de generadors, el concepte
de base d’un espai vectorial i els components d’un vector en una base.
Per tal d’exemplificar els espais vectorials R2 i R3, el professor posara` exemples reals
utilitzant objectes com a vectors per aconseguir que els alumnes entenguin amb claredat
els conceptes anteriors.
Sessio´ 2: Sessio´ pra`ctica sobre la sessio´ 1 per tal de veure si s’han adquirit els coneixements,
i es comenc¸ara` a relacionar el concepte d’independe`ncia lineal amb el de rang d’una matriu.
Sessio´ 3: Sessio´ teo`rica destinada a generalitzar els conceptes vistos en els espais vectorials
R2 i R3 a l’espai vectorial Rn. Es donara` el full de problemes 1 (Model 1) i es proposara`
als alumnes que el resolguin abans de la classe segu¨ent.
Sessio´ 4: Sessio´ pra`ctica sobre el full de problemes 1.
Sessio´ 5: Sessio´ teo`rica sobre subespais vectorials. E´s un concepte que la majoria d’alum-
nes no haura` vist mai, per tant s’explicara` detalladament. El professor proposara` alguns
exercicis a resoldre per part dels estudiants.
Sessio´ 6: Sessio´ pra`ctica en que` el professor resoldra` a la pissarra algun problema d’algun
examen anterior. Tambe´ en proposara` d’altres per tal que els alumnes el resolguin en
grups.
Sessio´ 7: Classe de repa`s sobre el producte escalar i vectorial, mo`dul, angle i dista`ncia
entre dos vectors i vectors i bases ortogonals i ortonormals. Es comenc¸ara` a introduir el
concepte de norma, relacionant-la amb la del mo`dul d’un vector d’R2.
Sessio´ 8 Sessio´ teo`rica per introduir la topologia de l’espai euclidia`, donant les definicions
de bola oberta, punt interior, exterior i frontera. Es faran exemples en R2 i R3.
Sessio´ 9: Sessio´ teo`rica on es repassaran els conceptes de bola i dels diferents tipus de
punt. A continuacio´ es donara` la definicio´ de conjunt obert i tancat, i de conjunt acotat i
compacte. Per tal que els alumnes entenguin be´ aquests conceptes, el professor proposara`
exemples de diversos conjunts a la pissarra i els demanara` que diguin de quin tipus so´n.
Al final de la classe es donara` el full de problemes 2 (Model 2) i es proposaran alguns
problemes a resoldre.
Sessio´ 10: Sessio´ pra`ctica sobre el full de problemes 2.
Sessio´ 11: Sessio´ teo`rica sobre formes quadra`tiques. Es resoldra` un problema de formes
quadra`tiques d’algun examen anterior.
Sessio´ 12: Prova 1 (Model 3).
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Sessio´ 13: Classe de repa`s de funcions d’una variable: domini, as´ımptotes, extrems relatius,
representacio´ de funcions d’una variable, continu¨ıtat i derivabilitat.
Sessio´ 14: Sessio´ teo`rica dedicada a donar tots els conceptes necessaris per poder treballar
amb funcions escalars: definicio´, domini, ca`lcul de l´ımits i continu¨ıtat. Per tal de poder
representar les corbes de nivell d’una funcio´, el professor recordara` com s’expressa una
circumfere`ncia de radi r i centre (a, b, c) de forma matema`tica. A continuacio´ dibuixara`
les corbes de nivell d’una funcio´ f : R2 → R. El professor repartira` el full de problemes 3
(Model 4) i en proposara` alguns d’ells als alumnes.
Sessio´ 15: Sessio´ pra`ctica sobre la primera part del full de problemes 3.
Sessio´ 16: Sessio´ teo`rica en que` el professor escriura` a la pissarra la definicio´ de derivada
d’una funcio´ d’una variable i n’explicara` la seva interpretacio´ geome`trica. A continuacio´
hi haura` una breu explicacio´ que justifiqui perque` no es pot fer de la mateixa forma quan
el conjunt d’entrada no e´s R. La resta de la sessio´ es dedicara` a donar la definicio´ i
explicar com es calculen les derivades parcials i direccionals, donant la seva interpretacio´
geome`trica.
Sessio´ 17: Sessio´ teo`rica amb exemples sobre les aplicacions econo`miques de les derivades
parcials: la marginalitat i l’elasticitat. Tambe´ es donara` la definicio´ del vector gradient.
Sessio´ 18: Sessio´ pra`ctica en que` el professor resoldra` a la pissarra algun problema d’algun
examen anterior. Tambe´ en proposara` d’altres relacionats amb l’a`mbit econo`mic per tal
que els alumnes els resolguin en grups.
Sessio´ 19: Sessio´ teo`rica sobre funcions diferenciables i hiperplans tangents d’una fun-
cio´ en un punt. S’utilitzaran paral·lelismes amb la recta tangent per tal de facilitar-ne
l’aprenentatge. Es resoldra` algun problema realacionat d’algun examen anterior.
Sessio´ 20: Sessio´ teo`rica sobre derivacio´ de funcions compostes i impl´ıcites, matriu hessiana
i funcions homoge`nies, amb els Teoremes d’Schwarz i d’Euler. Es proposaran alguns
problemes del full de problemes 3.
Sessio´ 21 Sessio´ pra`ctica sobre la segona part del full de problemes 3.
Sessio´ 22: Sessio´ teo`rica on es comenc¸ara` a treballar l’u´ltim tema del curs, optimitzacio´.
El principal objectiu d’aquest tema e´s la resolucio´ de problemes utilitzant els conceptes
adquirits en el tema anterior. Es treballaran els conceptes de ma`xim i mı´nim local i
absolut d’una funcio´ i el Teorema de Weierstrass.
Sessio´ 23 Sessio´ teo`rica sobre punts cr´ıtics, punts de sella, condicions suficients i ne-
cessa`ries de segon ordre per a l’existe`ncia d’o`ptims locals, funcions convexes, co`ncaves, la
relacio´ amb la matriu hessiana i el Teorema local-global. Es repartira` el full de problemes
4 (Model 5) i es proposara` als alumnes la seva resolucio´.
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Sessio´ 24: Classe de problemes sobre el full de problemes 4 i resolucio´ de dubtes de cara
a la prova de la sessio´ segu¨ent.
Sessio´ 25 Prova 2 (Model 6).
Sessio´ 26: Sessio´ dedicada a la resolucio´ de la prova i d’alguns problemes d’exa`mens d’anys
anteriors.
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4.6 Aspectes generals de metodologia i situacions de
treball
Durant aquest curs, el professor de l’acade`mia intentara`, en tot moment, avanc¸ar de
forma para·lela a la que ho fa el professor de l’assignatura. Al principi de cada sessio´ el
professor preguntara` als alumnes pel temari que han fet a classe, quines parts s’han ente`s
i quines no, i es dedicara` me´s temps en aquestes, explicant els conceptes previs quan sigui
necessari per tal d’assegurar que els alumnes so´n capac¸os de seguir el fil de l’assignatura.
E´s important´ıssim que cap alumne es quedi endarrerit i, per aixo`, s’oferira` la possibilitat
d’assistir a classes extraordina`ries.
En les sessions pra`ctiques, el professor preguntara` als alumnes si no han ente`s algun dels
problemes que han fet a classe, per tal d’explicar-lo amb detall de forma que no quedi cap
tipus de dubte.
En algunes situacions, el professor pot proposar la resolucio´ de problemes en petits grups
de 2 o 3. D’aquesta manera s’aconsegueix un doble efecte. D’una banda, els alumnes amb
me´s dificultats poden rebre explicacions des del punt de vista d’un company, aixo` pot
ajudar-lo pel simple fet que e´s un punt de vista diferent al del professor. D’altra banda,
l’alumne que ajuda al seu company, consolida els seus coneixements explicant-los de la
forma me´s clara possible.
En les classes de problemes sobre un full d’activitats, el professor proposara` que els alum-
nes surtin a la pissarra per explicar-los. En cas que algun dels problemes hagi presentat
moltes dificultats als alumnes, es parlara` de les complicacions que han tingut i, a partir
d’aqu´ı, s’aclariran els conceptes que no han acabat d’entendre en la seva resolucio´.
E´s molt important crear un vincle de confianc¸a entre el professor i els estudiants, amb
l’objectiu que cap alumne tingui cap inconvenient a l’hora de preguntar qualsevol concepte
que no s’hagi ente`s.
Per tal de motivar l’alumnat, al principi de cada tema, el professor explicara` quina sera` la
utilitat dels conceptes que es treballaran en l’a`mbit de l’Administracio´ i Direccio´ d’Em-
preses.
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4.7 Recursos dida`ctics
En primer lloc, e´s important que alguns dels alumnes del curs facilitin al professor material
al qual tinguin acce´s a trave´s del campus virtual de l’assignatura, com per exemple, els
exa`mens anteriors i els fulls de problemes de l’assignatura per tal que el professor pugui
preparar els alumnes de la millor forma possible.
A me´s, el professor fara` us dels recursos segu¨ents:
Fulls resum d’elaboracio´ pro`pia
En algunes sessions teo`riques, el professor facilitara` als alumnes un resum del temari que
s’explicara`, de manera que ells podran centrar la seva atencio´ en les explicacions sense la
necessitat d’estar prenent apunts de la pissarra.
En algunes ocasions tambe´ es dissenyaran fulls resum adaptats a les necessitats dels
alumnes que mai hagin treballat amb aquells conceptes.
Fulls de Problemes
A les sessions pra`ctiques es treballara` amb fulls de problemes, ja siguin els elaborats pel
professor o els oficials de l’assignatura.
Software
S’explicara` als alumnes com utilitzar algun software com pot ser el gnuplot per representar
funcions de dues variables i poder contrastar els resultats obtinguts. Per exemple, quan
cerquem punts cr´ıtics.
Webs
El professor facilitara` algunes pa`gines web on els alumnes poden practicar els continguts
de la sessio´, ja sigui per ampliacio´ o per reforc¸.
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4.8 Models
A continuacio´ es mostren els models a partir dels quals es dissenyaran els fulls de problemes
i les proves que es facilitaran als alumnes. La quantitat de feina que tingui l’alumnat i
el temps del que disposi, determinara` el nombre de problemes que tindra` cadascun dels
models.
Model 1: Full de problemes 1
1. Troba els valors de a per als quals els vectors (a, 3,−2), (1,−a,−3) i (0,−7,−4) so´n
linealment independents. Per a a = 1, formen un sistema de generadors? I una base
d’ R3? Per que`?
2. Prova que {(−1, 0, 4, 3), (6, 5, 0, 3), (0,−2, 1, 0)} e´s un conjunt de vectors linealment
independents i troba un vector que, juntament a ells, doni lloc a una base d’R4.
3. Per a quins valors de k el conjunt {(k, 0, 3), (2,−k, 5), (0, 1, k)} forma una base d’R3
i determina les components del punt (2, 1, 2) en aquesta base per a k = 0.
4. Demostra que si {~v1, ~v2, . . . , ~vn} e´s una base d’Rn, llavors {~v1, ~v1 + ~v2, . . . , ~v1 + ~v2 +
. . .+ ~vn} tambe´ ho e´s.
Model 2: Full de problemes 2
1. Determina la dimensio´ i dona una base dels subespais vectorials segu¨ents:
1) S1 = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x− 2y + z = 0}
2) S2 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ 2y = 0, 3x− t = 0,−2x+ 2y + t = 0}
2. Determina una base, la dimensio´ i l’expressio´ anal´ıtica del subespai vectorial generat
pels vectors (−1, 1,−1, 1), (0, 2, 3, 1), (−1, 3, 2, 2) i (−2, 4, 1, 3)
3. Per a quins valors de k el conjunt {(k,−1, 3), (0,−2k, 3), (k, 3, 0)} forma una base
d’R3 i determina les components del punt (4, 4, 6) en aquesta base per a k = 1.
4. Siguin els vectors ~u = (−3, 0, 4) i ~v = (−1, 2,−2), determina:
1) ||~u|| i ||~v||
2) ~u · ~v
3) La dista`ncia entre ells
4) L’angle que formen
5) Els vectors unitaris associats
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5. Determina, gra`ficament, els punts interiors, els punts frontera i els punts exteriors
de S = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}. E´s un conjunt obert o tancat? Per que`?
6. Demostra que dos vectors ortogonals so´n sempre linealment independents, i deter-
mina una base ortonormal de R3 en la que` formin part els vectors unitaris associats
als vectors ortogonals (−1, 3, 2) i (1,−3, 5).
7. Estudia gra`ficament si el conjunt S = {(x, y) ∈ R2 | y − x2 ≥ −2, 2y − x ≤ 4} e´s
obert, tancat, acotat, compacte i/o convex.
Model 3: Prova 1
1. Determina la dimensio´ i dona una base dels subespais vectorials segu¨ents:
a) S1 = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x = z}
b) S2 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− 2y = 0, 3x− 2t = 0,−x− y + t = 0}
2. Siguin els vectors (1, a, 2) i (1, 3, 4):
a) Determina el valor de a pel qual aquests dos vectors so´n ortogonals.
b) Per a aquest valor de a, troba una base ortonormal de R3 en la que` formin part
els vectors unitaris associats als vectors ortogonals.
3. Sigui l’aplicacio´ definida per f(x, y, z) = −5x2 − 2y2 − 3z3 + 6xy + 2xz, troba la
seva matriu associada i classifica-la segons el seu signe.
4. Determina gra`ficament si el conjunt X = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 9, x > 0, y > 0}
e´s acotat i compacte.
Model 4: Full de problemes 3
1. Determina el domini de les funcions segu¨ents:
a) f(x, y) = +
√
x2 + y2 − 1
b) f(x, y) =
x+ y
x2 − y − 1
2. Troba, si existeix, el l´ımit de les funcions escalars segu¨ents:
a) lim
(x,y)→(2,1)
ln(x2 − y2 − 3)
b) lim
(x,y)→(0,0)
2− 3x− y + x2 − y2
1− x− y
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c) lim
(x,y)→(0,0)
4x− y2
x− 2y
3. Determina gra`ficament el domini i les corbes de nivell de la funcio´ f(x, y) =
√
x2 + y
x2 − y
4. Calcula les derivades parcials en el punt (0,3) de la funcio´
f(x, y) =

x2 + y
x+ y2
si x+ y2 6= 0
0 si x+ y2 = 0
5. Sigui B(x, y) = −2x2−2.5y2+1100x+1300y−70000, la funcio´ de beneficis associada
a la produccio´ i venda de dos articles A i B en les quantitats de 250 i de 220 unitats
calcula, de forma aproximada:
a) L’increment dels beneficis si la produccio´ i venda de B augmenta en 1 unitat.
b) L’increment percentual dels beneficis si la produccio´ de l’article A experimenta
un augment del 2% al nivell de produccio´ i venda.
6. Troba la equacio´ del pla tangent en (2,−1) a la funcio´ f(x, y) = x+ y
x− y
7. Sigui Q(K,L) una funcio´ de produccio´ diferenciable que te´ rendiments a escala
constants. Calcula el nivell de produccio´ quan K = 2 i L = 4 sabent que les
productivitats marginals a aquest nivell so´n ?1 i 3.
8. Troba la derivada direccional ma`xima de f(x, y) = +
√
x2 − y2 − 2x en el punt
(3, 2).
9. Donada la funcio´ escalar z = 2xy + y2x , amb x = u2 + v i y = 2u − v2, calcula el
gradient de la funcio´ composta z(u, v) en el punt (u, v) = (1, 1).
10. Donada l’equacio´ 2xz2 − 3xy + 5yz = 4 que defineix z = z(x, y) com a funcio´
impl´ıcita de x i y:
a) Calcula el seu gradient en el punt (0.5, 0) sabent que z(0.5, 0) = 2.
b) Troba l’equacio´ del pla tangent a la funcio´ impl´ıcita en aquest punt.
11. Calcula la matriu hessiana en (1, 1, 1) de la funcio´ f(x, y, z) = x2y − yz.
Model 5: Full de problemes 4
1. Prova que la funcio´: f(x, y) = +
√
(x2 + y2 − 4)(3− x2 − y2) te´ ma`xim i mı´nim.
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2. Calcula els punts cr´ıtics de:
a) f(x, y, z) = z2 − y2 + x2 + 4x− 6
b) f(x, y) = x2 + y2 − 3xy
3. Optimitza les funcions:
a) f(x, y, z) = z2 − y2 + x2 + 4x− 6
b) f(x, y) = 3xy − 1
x
− 1
y
4. Estudia la convexitat i/o concavitat de les funcions
a) f(x, y, z) = z2 − y2 + x2 + 4x− 6
b) f(x, y) = 2x0,5y0,5
5. Un empresari que fabrica dos productes sap que, a un preu de 25 euros, pot vendre
175 unitats del primer i que per cada euro d’augment ven 5 unitats menys. Si el
preu de venda del segon e´s de 30 euros i C = 1
5
x2 + 1
3
y2 +1925 e´s la funcio´ de costos,
on x i y denoten les unitats produ¨ıdes d’ambdo´s productes, determina la produccio´
que maximitza els beneficis.
Model 6: Prova 2
1. Estudia, per a, b < 0, la concavitat de la funcio´ f(x, y) = 2xy − ax2 − by.
2. Troba l’equacio´ del pla tangent de la funcio´ f(x, y) = ex−3y en el punt (0, 1).
3. Una fa`brica produeix samarretes i pantalons. Se sap que si venen les samarretes a 15
euros, en poden vendre 1200 unitats i que, per a cada euro d’augment, ven 25 unitats
menys. Si el preu de venda dels pantalons e´s de 40 euros i C = 1
4
x2 + 1
2
y2 + 1500 e´s
la funcio´ de costos, on x i y denoten les unitats produ¨ıdes de samarretes i pantalons
respectivament, determina la produccio´ que maximitza els beneficis.
Cap´ıtol 5
CONCLUSIONS
En aquest treball s’han aconseguit complir tots els objectius fixats en l’inici del mateix:
- S’ha utilitzat l’Estad´ıstica Bayesiana per estimar els para`metres necessaris per obte-
nir la ubicacio´ ido`nia de l’acade`mia sense la necessitat de realitzar un nombre molt
elevat d’enquestes.
- S’ha aconseguit trobar la localitzacio´ o`ptima de l’acade`mia utilitzant quatre models
diferents, dos d’ells utilitzen coordenades geogra`fiques, amb els quals nome´s s’ha
trobat una zona aproximada, i els altres dos ho fan utilitzant coordenades cartesia-
nes, amb aquests s’ha fet servir el me`tode de Newton per trobar amb total exactitud
quin e´s el ma`xim de la funcio´ de puntuacio´. Els quatre models fan servir tres tipus
diferents de dista`ncia.
- El programa permet, en funcio´ de quina sigui la ubicacio´ definitiva de l’acade`mia,
obtenir quines so´n les facultats amb me´s puntuacio´, a les quals anirien dirigits els
cursos de l’acade`mia.
- S’ha fet una programacio´ dida`ctica d’una de les assignatures de l’ensenyament amb
me´s puntuacio´: Matema`tiques I del Grau d’Administracio´ i Direccio´ d’Empreses de
la facultat d’Economia i Empresa de la UB.
En refere`ncia als resultats obtinguts, tot i que dues de les tres acade`mies que s’han tingut
en compte en l’estudi estan situades a Zona Universita`ria, ha tingut me´s pes el fet que
dotze de les divuit facultats que s’han tingut en compte, tambe´ ho estiguin. La proporcio´
e´s la mateixa, pero` el nombre d’estudiants de les facultats ubicades a Zona Universita`ria
e´s molt superior al nombre d’estudiants de la resta de facultats i aixo` ha provocat que,
amb els models utilitzats, la ubicacio´ ido`nia per a l’acade`mia, amb molta difere`ncia, es
trobi a Zona Universita`ria.
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Un cop decidida la ubicacio´ de l’acade`mia, es podrien considerar diverses extensions per
tal de complementar el treball:
- Si finalment es decideix colocar l’acade`mia en aquesta ubicacio´, caldra` tenir en
compte que hi haura` una gran compete`ncia. Per tant, s’haura` de fer molt bona
publicitat, amb preus molt competitius i amb bones ofertes de llanc¸ament. Tenir
un gran nombre de clients, amb alt grau de satisfaccio´, e´s la millor publicitat que
pot tenir un negoci. Per aconseguir-ho, caldra` fer un estudi del nombre d’estudiants
que assisteixen a cadascuna de les acade`mies, els seus preus, i la qualitat del servei
que ofereixen. Amb aquestes dades, es podran determinar els preus de cada tipus
de curs per tal d’aconseguir tenir el nombre me´s elevat possible de clients amb un
benefici adequ¨at.
- Un altre factor a tenir en compte e´s el cost del lloguer del local a les diferents
ubicacions. Per decidir entre locals diferents es poden utilitzar les puntuacions
de cadascuna de les ubicacions i, en funcio´ del preu de cadascun i de les seves
dimensions, determinar quin e´s el me´s o`ptim.
Aquest mateix model, fent les adaptacions necessa`ries, es podria fer servir per a trobar la
ubicacio´ ido`nia d’altres tipus de negoci. Aixo` s´ı, aquest hauria de ser un negoci similar,
enfocat a un pu´blic situat en llocs molt concrets, ja que en el treball s’han considerat les
facultats com a ubicacio´ dels clients.
Fonts d’informacio´
Bibliografia
1 WILLIAM M. BOLSTAD, Introduction to Bayesian Statistics, Second Edition,
Wiley-Interscience 2007.
2 PETER M. LEE, Bayesian Statistics: An introduction,
Webgrafia
1 Universitat de Barcelona. Recuperat 16 setembre 2013 des de http://www.ub.edu
2 Universitat Polite`cnica de Catalunya. Recuperat 16 setembre 2013 des de
http://www.upc.edu
3 Universitat Pompeu Fabra. Recuperat 16 setembre 2013 des de http://www.upf.edu
4 Acade`mia SOL. Recuperat 18 setembre 2013 des de http://www.academiasol.com
5 Academia ASES. Recuperat 18 setembre 2013 des de http://www.asesacademia.com
6 CETEC - L’acade`mia de la Pompeu. Recuperat 18 setembre 2013 des de
http://cetecbcn.com
7 Manual de Java. Recuperat 29 setembre 2013 des de http://www.manual-java.com
8 Latitud y longitud Google Map. Recuperat 6 octubre 2013 des de
http://www.opcion5.com/soporte-hosting/latitud-y-logitud
9 Calcular distancia entre dos puntos de la Tierra. Recuperat 17 octubre 2013 des de
http://www.tutiempo.net/p/distancias/calcular distancias.html
10 Memo`ries. Recuperat 19 octubre 2013 des de
http://www.etseib.upc.edu/ca/lescola/2507-memories
11 Portal de dades i indicadors de la UPC. Recuperat 21 octubre 2013 des de
http://www.upc.edu/portaldades/dades estadistiques
12 Qualificacio´ d’actes a la UB. Recuperat 25 octubre 2013 des de
http://www.ub.edu/dades academiques/actesqua r/index.php
13 gnuplot homepage. Recuperat 28 novembre 2013 des de http://www.gnuplot.info/
14 Dipo`sit digital de la UB. Recuperat 15 desembre 2013 des de
http://diposit.ub.edu/dspace/
